3.

Lecon 243 - Convergence des séries entiéres, propriétés de la somme.
Exemples et applications

Définitions et premiéres propriétés. —

. Séries entiéres et rayon de convergence. —

— Def : On appelle série entiere une série de fonctions de la forme ) a,2" avec
a, €C, z € C.

— Def : Rayon de convergence : R =sup(r > 0tq Y, |an|r™) converge.

— Def: Convergence normale d’une série : La série ) b, CV normalement ssi >, |by|
CV.

— Lemme d’Abel : Pour tout » < R, ) a,r™ converge normalement. Pour tout
r>R, > a,r" diverge grossiérement.

— Ex : Pour a, =1, R =1 et on ne converge pas en r = 1. Pour a,, = #, R=1c¢et
on converge en R = 1.
Le comportement sur le rayon de convergence peut varier, la ou le comportement
plus pres/plus loin est plus clair.
Sur | — R, R], la convergence normale de la série implique la convergence uniforme
en x sur tout compact, donc la continuité de la somme.

Meéthodes de calcul de R. —

— Regle de d’Alembert : Si a,, # 0 apcr, et si lim(|a:11 |) = ro existe dans [0, +0o0],
alors R = rg.

— Régle de Cauchy : Si lim(|an|") = A € [0, +-0c], alors R = 1.

— Ex: ) n%2" a un rayon de convergence de 1. ) n!z" a un rayon de convergence
nul.

— Ex:exp(x) =), % est de rayon de convergence R = +o0.

— Formule de Hadamard : R~! = limsup(|a, | ).

— Ex: )", n%™ a un rayon de convergence de 1.
— Ainsi, 37 2?7 et 3, %" sont de rayon de CV 1.

Opérations sur les séries entieres, applications a la définition de séries entiéres clas-

siques. —

— La somme, la multiplication par un scalaire, et le produit de Cauchy de séries en-
tieres sont des séries entieres. Le rayon de CV de la somme et du produit est
> inf(Ro, R1).

Ona ) (%)" + 0derayon R, et 3 (%)".1 de rayon R, donc I'inégalité est maxi-
male.

— Les séries entieres sont assez similaires avec les séries formelles, a la différence pres
que l'on ne regarde les séries entiéres que pour la convergence/divergence de leurs
évaluations en z.

— Une série entiére a une série inverse si ag # 0, et cet inverse est de rayon de cv %.

— Si by = 0, on peut facilement écrire la composition d’une série entieére par une autre
comme une série entiere.

— Def : Série dérivée : > (n+ 1).ap412™. Son rayon de cv est R.
— Ex : La série dérivée de exp(z) est ainsi exp(z). On peut de plus définir cos, sin,ch,
sh a partir de exp comme somme de séries entieres de rayon de cv 4o0.

. Régularité de la somme. —

. Continuité, dérivabilité sur R. —

— Pro : Une série entiere est continue sur son disque de convergence. Elle est donc
uniformément continue sur tout compact de son disque de convergence.

— Thé : Comme la série dérivée est normalement convergente sur | — R, R[, le théoréme
de dérivation des séries de fonctions s’applique et on montre alors que la somme d’une
série entiere est C1, puis C* sur | — R, R].

— Ex : On a donc exp/(z) = exp(z) sur R, et cos’ = —sin, sin’ = cos sur R, et ces
fonctions sont de classe C'*° sur R.
— Pour }_, 2" = -, on trouve alors ﬁ =3, (n+1)z" sur | —1,1[.

. Liens avec le développement de Taylor.—

o P N S (o
— Pro : Ainsi, pour S la somme de la série entiere ) a,z™, n,( ) = an. On peut

ainsi identifier le développement de Taylor de la somme d’une série entiere via les
coefficients de la série.
— Def : Une fonction est DSE en 0 ssi il existe a > 0 tel que f coincide avec la somme
d’une série entiere sur | — «, af.
— Rem : Une fonction DSE en 0 est de classe C' sur un voisinage de 0, et est égale a
la somme de sa série de Taylor sur | — o, «f.
k
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La série entiere ), fT(O)mk est alors de rayon de cv R > a.

— Pour f(z) = e=1/7" i 2 > 0, 0 sinon, f@(0) = 0 Vn > 0 donc la série entiere de f
en 0 est de rayon de CV non-nul, mais elle n’est pas somme de sa série de Taylor
localement en O. "

A Tinverse, si le rayon de CV de >, fT(O)xk est nul, alors f n’est pas somme de
sa série de Taylor localement x.

— Ex : DSE en 0 de sin, cos, sh, (1 + z)°.

— Théoréme de Bernstein : Si f(?*) > 0 sur | — a,al, alors f est somme de sa série de
Taylor sur | — a,al.

. Primitive d’une série entiére. —

— On définit ), %z” la primitive d’une série entiere. Elle est aussi de rayon de
convergence R. Sa série dérivée est ) an2".
— App : Cela permet de calculer facilement le développement en série entiére de In(1+

x), arctan(z),arccos(x).

. Liens avec les fonctions holomorphes. —

— Def : Fonctions C-dérivables. f est holomorphe sur U ssi elle est C — dérivable en
tout point de U. On note Hol(U) ’ensemble des fonctions holom sur U.



Def : f: U — C est DSE en x ssi elle est égale a la somme d’une série entiere sur
un voisinage ouvert de x dans C. Les voisinages sont alors des petites boules en
dimension 2. On redéfinit de méme ’analyticité sur U.

Une série entiére est holomorphe et analytique sur son disque de convergence.
Réciproquement, une fonction holom sur U est analytique sur U, ce qui permet de
considérer son DSE en tout point = € U.

Principe des zéros isolés : Une fonction holomorphe non-nulle sur U ouvert connexe
a son ensemble de zéros discret dans U.

Ainsi, deux fonctions holomorphes sur U ouvert connexe sont égales ssi elles le sont
sur un sous-ensemble possédant un point d’accumulation dans U.

Formule de Cauchy : Pour f holom sur U, x € U et r>0 tq B(z,r) € U, alors
. f) (z)/n! = f%f (z + rett)dt.

App : Théoréme de Liouville : Toute série entiére de rayon oo dont la somme est
majorée en module par une fonction polynémiale est en fait une fonction polynoémi-
ale.

Egalité de Parseval : Y, |a,[*r*" = ;- OQTF |f(z + ref|?dt

. Problémes de prolongement analytique au bord. —

Il existe des séries entieres qui CV unif sur D mais qui ne sont pas de rayon de cv
R=1.
Prolongement analytique : Pour f € Hol(U) et g € Hol(V) avec U C V,si f =g
sur U alors g est un prolongement analytique de f sur V.

x: ), x" se prolonge analytiquement a C — {1} par —
Un point zg € 99 est dit régulier pour f s’il existe un ouvert V contenant Q N {zo}
et g analytique sur V telle que f = g sur Q.
Le point 2 est dit singulier pour f sinon.
La somme d’une série entiere de rayon R posséde au moins un point singulier sur

0B(0, R).
Pour z1,...,2, € dD(0,1), f(z) = I}, - 12 et a, = f(0), la somme de la série
Yoo 0n-2" A 21, ..., 2, comme points singuliers.

Dev : Théoréme des Lacunes de Hadamard : Soit (Ap,)n, une suite croissante d’entiers

telle qu’il existe av > 1 vérifiant "“ > a > 1, pour tous n > 0.

Soit (a,), € CN telle que la série entlére 3,50 an-2 est de rayon de convergence
1.

Alors, la somme de cette série entiere n’a aucun point régulier sur 9D(0, 1).

Ex : La somme de la série ) -, n.2%" est analytique sur (0, 1), diverge en tout
point de 9D(0, 1), et n’admet aucun prolongement analytique. La somme de la série
> >0 #.zzn est analytique sur D(0, 1), se prolonge continument sur 9D(0, 1), mais
n’admet aucun prolongement analytique.

Théoreme d’Abel angulaire et théoréme taubérien faible.

Pour tous « € [—m,0[, la fonction x € R — In(x) se prolonge analytiquement a
C—{ztq z =1, r > 0} par In,(z) = In(|z|) +i6 pour z = |z|.€?, O €]a, a + 27].

Pour tout z € C, on a ainsi un « tel que In,(z) soit bien défini et que In, prolonge
analytiquement In. Cependant, aucune de ces fonctions ne peut se prolonger a C
tout entier car limg_,q+ (In4 (7.€%%)) # limy_, 4y 0n— (Ing(r.€9)), ¥r > 0.

I’

. Quelques applications des séries entiéres. —

~

Calcul de séries numériques, dénombrement. —

— On peut voir une série numérique comme une série entiere évaluée en un point, ce
qui simplifie parfois le calcul de sa somme.
'n. 1

_ . _ (=n~ _ 1 z"
Ex:b=3, . Onpose B=3 -, 55— =32, %
On reconnait la série primitive de ) z,, de somme égale a 1T12 dans . Donc

B(z) = 1(=In(1 - z)) sur D, d’ott b = B(—1) = In(2) par prolongement analytique.
— Nombres de Bell. Pour B, le nombre de partitions de {1,...,n}, on a By41 =
> ieo (7)Bk. En utilisant la série génératrice Y on montre alors que B,, =

n A
T2k T
— Partitions d’un entier en parts fixées. On se fixe k > 0, (ay,...,ax) € N¥ et pour

n > 0 on regarde u, le nombre de (z1,...,2;) € N¥ tq ayz + - -+ + apx) = n.
k 1

an (k Dl

nn’x

On a alors u, o L

2. Caracrérisation de propmetes d’intégrabilité de fonctions holomorphes. —
— Dev : L’espace de Bergman B(D) := {f € Hol(D) tqf € L?(D)} est un espace
de Hilbert pour ||.||2 et est exactement ’ensemble des sommes de séries entiéres
Yo, anax™ avec ( \/7) € [?, restreintes & D. On a une condition d’intégrabilité qui

ne porte que sur les coeffs du DSE en 0.

3. Développement en série entiere via la résolution d’équas diffs linéaires. —
— Pour des EDL dont les coefficients sont des fractions rationnelles, on peut chercher
des solutions DSE sur chaque intervalle entre les pdles des dénominateurs, afin
d’obtenir des relations de récurrence sur les coefficients du DSE.

— Ex du Gourdon pour %\/%\/j) qui est analytique sur | —1,1[ et sol de (1 —z?)f” —
zf =2.
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